Komplex figgvénytan

Komplex szamok, komplex aritmetika
iyu
y

S
v X

JeldljeR a valos,C a komplex szamok halmazat! Egy1C komplex szam a komplex szamsik
egy pontjat jeloli, leirasdhoz két valdés szamétwkozik, példaulk ésy Descartes koordinatak,
vagy r és ¢ polarkoordinatak X,y,r,¢0R). Ezekkel z=x+iy=re"”. Mivel
X=rcosg; y=rsing, akétféle felirasboe'” =cosg +ising .

A z=x+iy =re' komplex szam konjuggdt z = x—iy =re .

Két komplex szam,z és w szorzaa: zW=(x+iy)(u+iv)=xu-yv+i(yu+xv), iletve
zW=re" [pe'¥ =rple'(#¥),

Attekintjuk a legegyszéibb komplex algebrai w= f (z) fuggveényelet

Komplex szam és konjugaltjanak szorzat@ = (x +iy )(x—iy) = x? +y? =|z|”.

, . 1 1 : C o .
Innen egyz komplex szam recipregk w=-=——=—— =", ami az egységkorre vald
z

inverziot (r — = ) és a valés tengelyre valo tukrozégt £ —¢) jelenti.
r

Hatvanyw=z? = z[z = (x+iy)(x+iy)=x? —y? +i2xy=(re' )* =r?e'?¢. Altaldban is
igaz: w=z" =r"e™, ami az komplex szdm abszolGt értékének nyujtasat (hachltsertéke
nagyobb 1-nél, illetve ellenk8zsetben zsugoritasat), valamint polarszogérekeresére tortén
elforgatdsat jelenti.

A w=a+z; allC nyilvdna-val valo eltolast jelent a komplex sikon.

2
Négyzetgydk mint ¥2-edik hatvany értelmezletv = Jz= \/_reI2
Komplex al0Cszammal valé szorzas nyujtaés elforgatds jelent, ami a polarkoordinatas
felirasbol nyilvanvaléw=alz =|ale" Fe' =|a|re'(#**).

Valos a[d R szammal valé szorzasak nyujtast jelemy = az=are'?.

Keét sikvektor skalar szorzatanak komplex megfeldije

X

a
Legyen a két sikvekta ésb, komponenseikkel adva :(ax j , b =(b j Ezek skalar szorzata
y

y
alb=a,b, +a,b,.
A vektor komponensekkel felirt komplex szamak a, +ia, ésb=b, +ib, . Szamitsuk ka és

b szorzatat!



1)

2)

3)

atb =(a, +ia, )(b, -ib, )=a,b, +a b, +i(-a,b, +a b, )=Relad}+iom{amb} .
Eszerint a skalar szorzad:[b = Re{a[ﬁ}. A kepzetes resz pedig akkor 0, agh, =a b,, azaz
a

X

b
= b—x azaz a két komplex szamnak megfeletktor parhuzamos.

ay y

A legfontosabbtranszcendens komplex fliggvényelaz exponencialis, logaritmus fuggvény, a
trigonometrikus és hiperbolikus fliggvények.
Az exponencialis fuggveény valds és képzetes része:

w=e? =e*¥ =e*e¥ =e* (cosy+isiny)=e* cosy+ie* siny.

Tisztan képzetes argumentumu hiperbolikus fiigguénye

eV +e™¥ _cosy+isiny+cos(-y)+isin(-y) 2cosy _
2 2

Hasonldéan:sinhiy =isiny.

coshy = osy.

Tisztan valés argumentumu hiperbolikus fliggvények
Mivel e¥ =e '™ =cosy -isiniy ése ¥ =e'™ =cosly +isiniy, adodik, hogy
e’ +e”Y _ 2cosy

coshy = > = cogy, hasonléarsinhy = —isiniy
Fentiekkel
Zt+e 2 e*(cosy+isiny)+e ™ (cosy-—isin
coshz = € +Ze = ( y y) > ( y y) = coshxcosy +isinhxsiny =
= cosix coshy +i sinixsinhiy igaz azis, hogy sinhz =sinhxcosy +icoshxsiny

Feltiné a szimmetria a trigonometrikus és hiperbolikuggfi@nyek kdzott.

Szamos hasonl6 eredmény vezethkt, ezek megtalalhaték példaul Bronstejn-Szemgegya
Matematikai Zsebkdnyvében vagy az interneten, példa
http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_function

Tort linearis fuggvénynek nevezik aw = az+b komplex valtozos £0C) komplex fuggvényt

cz+d
(wOC), ahola,b,c,d 0C komplex allandok és megkivanjuk, hagy-bc# 0, mert ellenke&
esetbenw = ZZH) = daz+b :gzéllandé.
a

IREAL E(az+b)

Legyenc = 0, ekko:w=§z+g egész lineéaris fuggvény, ami nyujtast, elforgatdst
eltolast jelent.

c#0. Ekkor mindenz-hez létezik egy egyérteiimw érték. Ha azonban= —E,
C

z+ o " .
akkorw = a 3 - 0o , azaz erre az esetre is kiterjesztjuk a figgvényt
cz+
a b a(ﬁd]_afhbc
_az+b ¢ c¢c_¢C c)/ ¢c2 cc_a 1 Ebc—ad
w= = = =+
cz+d d d c d c?
zZ+— zZ+— zZ+—
o C C



€s az utolso tényészamlaldja, mint korabban feltettiik, nem zérusadegk tehat, hogy w alakja

B

w=a+ P =g+—, ahol u=z+y. Itt a ésy eltolast,f nyujtast jelent és az komplex szam
z+y u

reciprok képzése — mint lattuk — az egységkorré wralerziot és a valos tengelyre valo tikrozést

jelenti.

Ezek mindegyike szdqgtartd és forgasirany tartépeizés

v

Inverzié az egységkdrre melyet méisgyenes inverze az egységkort métgir.
Egymasnak az azonos ténusu pontok felelnek meg.
Origon atmef egyenes inverze sajat maga ellentétes iranyitassal

N

%

Inverzié az egységkdrre, melyen kivil haladé egyémeerze az egységkor belsejében haladé és
az origdn atmehkor. Egymasnak az azonos tonusu pontok felelnek me

-3-



Inverzio az egységkorre, melyen kivil halado kéeme
az egységkor belsejében haladé kor. Egymasnakoemszonusu pontok felelnek meg

Allitas: Tort linearis leképezés kort korre vagy egyenesggenest kirre vagy egyenesre képez le.

3y . . g . az+b
A tort lineéaris leképezés fixpontjait av= q
cz+

cz® + (d - a) z-b =0 méasodfoku egyenlet gyokei, igy egy vagy két fixpam.

=z egyenlet megolddsa adja, azaz a

Flggveényvizsgalat
Feladat A felst félsik leképezése az egységkor belsejére

iyu

/////////

SRR

Keressik azt a tortlineéris fliggvényt, amely adfeidlsikot (im{z}>0) aw = €’ egységkér
belsejére képezi le. Az&do fejezet 2) bekezdés alapjan tudjuk, hogyO.

A w=1[e" egységkor képe ag = O valos tengely, igy a valds tengely képlm =1,
ax+b
cx+d

a =1, tehdta # 0 is igaz kell legyen, ekkor
c

azazw| = =1. Ha x - =, akkor |w| -




b

z+—
kiemelhet 2, azazw=2 Z Sy ahol |k| =1. a ésp kiilonbos kell legyen. Nyilvan &
C c,.d z-p5
o
= o pont képe av komplex sik origéjay = 0. Ezt a megfeleltetést mutatja a fenti ébraontja.
Mivel ez az egységkdr bélpontja, Im{a} > 0. Valosz = x értékekrel w(x)| =1=] k| ,3 igy
X =
X_; =1, azazp aza tukorképe a valds tengelyre, akomplex konjugéltja;5 = @ . igy végiil a
X_
keresett leképezés:
z-a
w=Kk k=1, Im 0.
—— [k|=1, Im{a}>

Egységkort az egységkorre Ieké@ézggvényre példa:

w=k-Z |k| 1, |a|<1

1-az
A z sik koncentrikus koreinek képenesikon az alabbi abra szerint alakul:

iyu

«/////M%

Komplex figgvények folytonossaga, differencialhat@ga

Definiciok:

Zp aH ponthalmazorlédasi pontja, hazy mindene sugart kdrnyezetéberhhalmazeo sok pontja
esik.

H zart, ha tartalmazza minden torlédési pontjat.

A H halmazon értelmezeffz) folytonos az, pontban, ha bérmely{ z, }D H pontsorozatra, mely

z-hoz tart f(z,) ~ f(z,). Méasik megfogalmazassal minder 0-hoz z—nak van olyan
kérnyezete, hogy az abban fékvontokral f (z)- f (z, )| <e.
f(z,)-f(z)

A 7y pontbanf(z) akkor differencialhatd, ha mindenz, - z,pontsorozatra
Z, "2,

df
ugyanahhoz a hatarértékhez tart. Ezt a hatélrérffdék@i0 )=1'(z, ) jeloli.
2

-5-



Az f(2) fUggvény aT tartomanybaranalitikus (regularis, holomorf), ha mindenzOT pontban
differencialhato.

A differencidlas szabalyai a valds fuggvényekkebpdsmlatban tanult szabalyokkal analdg

szabalyok, példéuﬂ(adzifb) =a; (z” ) =nz™*
L

Példanem differencialhatdo komplex fuggvényre: f (z):i nem differencialhaté. Legyen a
{z, }pontsorozaz +h, ahol ah - Okomplex szam els esetben valés, masodik esetben tisztan
— 1,hah valés

. . z+h-z _
képzetes. Igyhlirg . —?h - _1hahképzetes Ez az alabbi abran lathato.
iy A iy“ e Z+h
Z Z+h
oO¢t—0
e Z
X X
Z z+h o’
oet+—o T
e z+h
h val6s h képzetes

Cauchy-Riemann differencialegyenletek

Vizsgaljuk meg, milyen differencidlegyenletet etégi a w = u + iv = f(z2) holomorf komplex

L o , . , _f(z+h)-1(2)
fuggvény u(x,y) valos ésv(x)y) képzetes része.f (z)=|h|rrc|) b . A parcialis

derivaltakat az indexbe irt valtozoval jel6ljuk.

El6sz6r legyerh valds, ekkor

f(2)=tim " u(x+h,y)+iv(x+h, y) (ulx.y)+iv(x.y)) _

Iimu(x+h’y)_”(x’y)+nm ) -viy oy v,
h-0 h h-0 h

Masodszor legyeh =ik képzetes, ekkor
1 (2) =gy Ly vy #)-(uley)eiv(xy)
Iimu(x,y+k)—u(x,y)+Iim| (x y+klz v( )

k-0 ik k-0 i

i Y +Vy

Mivel a differencidlhatésaghoz a kétféle alaknakrams hatarértéket kell adnia, teljestlnie kell,
hogy

u, =v, ésv, =-u,

Ezek a Cauchy-Riemann (C-R) differencialegyenletBklathatd, hogy a differencialhatésag
szlikséges és elégseges feltétele a C-R differeggihletek teljestilése.



A C-R differencialegyenletek tovabbderivalasavapjk&, hogy u,, =v,, =v, =-u,, azaz

yy !

u, +u, =Au=0| tehatu(xy) kielégiti a Laplace egyenletet, azemrmonikus fliggveny, v(xy)

ugyancsak harmonikus fuggvény.
Belatjuk, hogy egy holomorf fliggvény altal |étettiteképezé&onformis, azaz szdgtartd.
A 2 iV‘r w

iy .

w=1(2) f(z) wo
—_—

L Ze

\ A=

A z sikon az-hoz tartva hatarozzuk megwe' = f '(z)differencialhanyadost. Az — z kiilénbség
szége — argumentuma -arg(z-z,) - a. A komplex szdmok exponenciélis alakjabol
nyilvanvaléan kovetkezik, hogy

W—W jel
srlw-w, )-arolz- 2 ) =arg o |  ar(1°(2,))=9.
0 Z-1Zg

igy arg(w-w, ) - a+¢, dey csak az ponttdl fiigg, a rajta athaladé (az abran vékongyva
vastag vonallal rajzolt) gorb#tnem. Tehat aw, = f (z0 ) leképezés minden =, illetve awy
ponton atmet gorbét azonos szdggel forgat el.

Maximumtétel

Ha f(2) a T tartomanyon holomorf és nem allandé, ak[«f)l(z)| nem érheti el maximumat &

bels pontjaban.

Ha f(2) a T tartomany lezartjanT -n is folytonos, akkor| f (z)| maximumat ar hataranéri el,

hacsaki(z) nem é&llando.

Hatvanysor Tegyik fel, hogy ach (z—a)n hatvanysop konvergencia sugara nem 0, azaz 0<
n=0

p< . Ekkor a hatvanysd{z) 6sszegfliggvénye @asugaru konvergenciakoéron beltl holomorf és a

sor tagonként differencialhaté és az igy kapott swzege a fliggvény differencialhanyadosaval

egyenb. f'(z)=> c,n(z-a)"".
-1

lgaz tovabba, hogy ennek a sornak tovabbderivaddsaz f(z) flggvény akarhanyszor

differencialhats f *) (z)=>"c,n(n-1)..(n-k+1)(z-a)™, = 0,1,2..). Ennek a
n=K

differencialhanyadosnak a konvergenciasugara  azonax eredeti hatvanysor

. . . . 1
konvergenciasugaraval. konvergenciasugarp = ————.
limy/|c, |
n- o

A k-adik derivaltat & = a helyen kiszamitva a fenti sorbol
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f*(a
f () (a)=c, k(k-1)0.0m0° =c, k!, tehatc, = ks ) a valos fiiggvények Taylor soraval

o k
analég médon. Ezt beirva a fenti hatvanysoriig z) = >’ f kEa)(z—a)k
k=0 :

Példak komplex Taylor sorokra:

ZZ n

e =l+z+—+..+
|

o +... Innen az is kovetkezik, hog(;ez ) =e’,
. : Z3 N Z2n+1
S|nZ—Z_§+...+(_1) W"‘

2n
n Z

(2n)

Komplex flggveny gérbe menti integrélja

ZZ
cosz=1-"—+..+(-1)
2!

LegyenG egy folytonos, rektifiklhaté gorbezekomplex sikon. (Rektifikalhatd azt jelenti, hogy a
gorbét szakaszonként hurokkal kozelitve a hurokottdk torétt vonal hossza a felbontas
finomitdsaval egy éllando értékhez tart.)

Az f(2) figgvényG gorbe menti integralja = j f (z)dz alakban irhat6 fel. & gorbét

G
t=b

paraméteresen megada= G(t) a fenti integral igy irhato =j f( z)dz= jf (G(t))G(t)dt-
G t=a

Gyakran célszér a G gorbét szakaszokra bontani az egyes szakaszeketleg eltér
paraméterezéssel.
Példa:
Integréljuk aZ(z) = Z filggvényt az. = 1+0 ponttdl az, = 1+ pontig két elté& gérbe mentén.
Mint lattuk, z2 = (x+iy )(x+iy)=x? —y? +i2xy
A két integracios ut az alabbi abran lathato.

yt ,
. Z=i+X
i >
z=iy A A z=1+iy
z=X x

Integraljunk ebszor a piros gorbén két szakaszban:
x=1 y=1

| = J‘(x2 -y? +i2xy)‘ - dx+ J'(x2 -y? +i2xy)‘x=1 Cidy .
x=0 y=0
1

y

| +iy|z—i?

x=1 y=1 X3 1
szdx+ j(l— y? +i 2y)[ﬂdy=—

x=0 y=0 3 0
Integraljunk masodszor a kék gorbén két szakaszban:
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y=1

| = j(x2 -y? +i2xy)‘ o [[kjy+xjfl(x2 -y? +i2xy)‘ - [dx.
x=0

y=0
i @ | i 1 —2+2i
I=J‘—y2 [idy + j(x2—1+|2x)dx:—§+§—1+|= 3

y=0 x=0
Tehéat az eredmény nem fligg az uttdl. Ez holomorfféggek esetén mindig teljesdl.
Szamitsuk ki az integralt formalisan a valés ameded analég modon is. Nz(z) = z? flggvény
3
primitiv fiiggvényeF (z) = % igy

3 z=1+i

| =[z2dz=2 (1+i)° _(a+i)2i _2i-2
] 3

3 3 3
z=0
Ami korabbi eredménytnkkel teljesen azonos,de ddikaesebb szamolassal jar.

Integraltételek

G a fenti baloldali abra szerinti egyszeresen Oswsgpf zart iranyitott gorbef(z) egy T O G

tartomany belsejében holomorf. Ekkdf f (z)dz=0
G

Ez Cauchy integréltétele. Ha aG gorbét két darabra vagjuk;-re ésC,-re, akkor — a jobboldali
abra szerint — §f (z)dz= J'fdz+ J' fdz=0. igy jfdz: - J' fdz. Valtoztassuk meg &, gorbe
C; C, C C,

C,+C,
irdnyitasat, ez £ , gorbét eredményezi.

El6z6 eredménylnk szerint tehz%'tfdz= jfdz, azaz az alabbi baloldali abran f§2) holomorf
G Cé
fuggveény vonalintegralja aza ésb pont k6zott nem fligg az integralasi Gttal

b
C’,
Cl C1
a

A fenti jobboldali abra alapjan az is nyilvanvalingy ha ar tartomany, amelybef{z) holomorf,
tartalmazza mind a C, mind a @art gorbét és a kozottik @ygyiriszefi tartomanyt, akkor a
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jelolt egyszeresen dsszefiiggatmetszéseket tartalmazd gorbére vett integraliszé&oltabdl
kovetkezik, hogy

jfdz=jfdz,
c c

1

hiszen az atmetszés paron oda-vissza integralua b8szeggel valtozik az integral.

b
Az j f (z)dz hatarozott integral — hasonléan a valos esethex +(2) primitiv fuggveny

a

ismeretében  szamithaté, F(z)=[f ()M, ahol  tehat F'(z)=f(z). igy

D C—y N

f (z)dz: F (b)— F (a). A primitiv figgvények csak egy komplex konstamskélonbzhetnek.

QD C—y T

A komplex valtozés fuggvények lehetnek tobbéifed Ezt egy példan szemléltethetjuk. A
w=e? ="V =¢* (cosy+isin y) flggvény az egész komplex szamsikon értelmezvesaw

= 0 kivételével minden értéket felvehet és a hazzdelés egyértelin Az inverz fuggveny
z=Inw=In(re' )=Inr +i(¢+2km)=x+iy; (k=0,£1,%2,..), merte” értéke nem valtozik,
hag-t a 2r egész szamu tobbszorosével noveljik vagy csokke(ly. alabbi 4bran).

-z

A z = Inw fliggvény bértéke a #<y <z savba esik. Ezt a savotva=e* fliggvény az egész
komplex w sikra képezi le (mint lattuk, & = O pont kivételével). Ezt egRiemann levéhek
nevezik. A kovetkeZ z sikbeli sav ugyanide képdik le, de egy e feletti Riemann levélre (a
kilénb6a sotétsed sdvok ugyanarra & sikra képeddnek le, az alapértelmezés szerinti sav képe
vele azonos tonusu). Fontos, hogy a primitiv flggvéazonos Riemann levélen fékypontbeli
helyettesitési értékeinek kilénbségeként szamésdtarozott integralt.

Morera tétele = a Cauchy integraltétel megforditasa

Haf(z) a T tartomanyorfolytonos és§ f (z)dz= 0 minden G O T gorbén, akkoif(z) a T —ben
G
holomorf.

Cauchy-féle integralformula
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Ha f(2) holomorf egyT [0 G tartomany belsejében és azpont aG zart gorbe altal korbefogott
tartomany bels pontja, akkor

f(a) f(z)

2nrza

Ez egy igen fontos tétel, mert lebséget ad arra, hogy egy holomorf fuggvény értekpt e
tartomany (kétdimenzidos sik) tetdézges pontjaban a fliggvény gorbén felvett (egydiiten
vonal) értékeibl eléallitsuk. A kdvetked abran a pontok és vonalak helyzete lathat6

Térjunk vissza a komplex Taylor sorokra, mint lattuk

f(z)="f(a)+ f '1(!a)(z—a)+ f (22)!(61)(2—a)2 b (kk) (a)(z—a)k ...

Szamitsuk kif * (a) értékét a Cauchy féle integralformula alapjan.
flz
f(a)= Lgfl )dz

27y z-a
f'(a):ziﬂ_ (:SZ (—1)dz:21;§(zf_(:)2dz
f'(a)= 227'T£(zf—(33dz

(k)
fl)(a)= k!_§ f(2) dz, innen f (a) = 1,§ f(2) dz, ezt visszairhatjuk a Taylor
2ﬂe(z—a)k+1 k! 2”(3 *

sor eredeti alakjaba, ekkor azt kapjuk, hagfz) = Zl: 21. §( f (Z))k - dz}(z— a)“.
0| 27T5(z-a)"

Ck

Ez az 0sszek<0 indexekre is kiterjeszthetHak = -1, akkor a sor -1-edik tagjat kapjuk:

jel

{Zlﬂi(zf_(:))o dz} Dzia ={21ﬂ§ (zjdz }G%:Z%Res[ f(z),a}. A Res-zel jelélt, tagot

kulon is kiirva, aZ fliggvény szingularia pontbellre2|duumat kapjuk:

Req f (z ——§ (z)d7 .
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Kbzeépértéktétel

Alkalmazzuk a Cauchy-féle integraltételtapont korllip sugaru korivre, azaz@integracios ut,
ami beleesik a fliggvény holomorfitasi tartomanykdienatd, mintz=a+ pe", ahol0<t<2r.

Ekkor, miveldz= j—tz dt=ipe" dt

|1 f(Z) _127rf(a+peit)i ol |
f(a)_zmiz—adz_zmi o ,petdt-z—n}[f(a+pet)dt

Eszerint egy holomorf komplex figgvémypontbeli értéke aa pont korlli kisp sugart korén
felvett fuiggvenyértékek integral kozépértéke.

Alapintegral

Legyena komplex szamm egész szam é&s> 0. Ekkor §(Z - a) "dz=

| z-a|=r

0,ha mz-1
27i ,ha m=-1f

Most is legyenz = z(t) =a+re". Derivalas és helyettesitések utan a paramétetegyral
2z
=0; mz-1

N
irm

i(m+1)t
i(m+1)°

0

27
_a\" — i M i(m+1) —
§(z a) dz=ir ™ je Utdt = .
| -al=r 0 i [dt=27i ; m=1
0

Laurent sor
Terjesszuk ki a Taylor sorban az 6sszegzeést toggbbzenw -ig!

Legyen a#(z) figgvény arl tartomanyban holomorf, kivéveza= a pontot. Ekkor aza pont koruli
K1, K2 korgyirik altal kdzrefogott tartomanybarK( ,K, O T)

ahol

Ez a végtelen sor azpontban szingulari§z) fliggvényLaurent sora

Legyenz = a azf(Z) fuggvény szingularis pontja!
A Laurent sor egyutthatoinak lehetséges értékgijaaharom esetet kilénbodztetiink meg:

1)0Oc, = O,ha n<0, ekkor azf(z) figgvénynek & = a pontban megszintetldeszingularitasa
van.
2) [k, # 0,ha n<O0, de csak véges sokesetén, ekkar = a azf(2) fliggvényn-ed rend polusa.
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3) végtelersokc, # 0,ha n< 0, ekkorz = a azf(z) figgveny lényeges szingularitasa.

Példaka fenti harom esetre.
H 5 22 Z4

1) f(z):—:—(z——+——+...j:1—?+g—+..., azaz nincs negativ indéx
z ! ! !

egyutthatd. Bar a figgvénynekza= 0 szingularis pontja, de e ponthoz & 1 értéket rendelve
megszintettik a szingularitast.

2 4 3
2) f(z)zﬂ:l 1—Z—+Z——+... :1—£+Z——+..., az = 0 pont elérendi polus, mert
z z 21 4]

c1 # 0, a tobbi negativ indéxegyutthato zérus.

3)f(z):sin(1j=£— t 1 —+...,azazc_nzi On paratlarindexre.
z) z 31z® 5Iz° n!

Analitikus folytatas

Tegyuk fel, hogynem ismerjik az f(z) fuggvényt de ismerjuk egya pont korili C;
konvergenciakér belsejében a fiiggvéhy (z) =Y a, (z—-a)" hatvanysorat. igy &; kor bels$
n=0

b pontjaban kiszamithaté a fliggvéfiy) 6sszes derivaltjaval egyutt, kapunk dgkoruli Taylor
sort, amely konvergens eg@, konvergenciakor belsejében. H2, kinyulik Ci-bdl, akkor

f, (z2)=>b, (z-b)" az ebbbi fiiggvény kiterjesztése és az egyesi@itt] C, tartomanyban a
n=0

fenti Taylor sorokkal €lallithatd, az egyesitett tartomany nem tartalmaghiaigularis helyet.

Ha eljutunk egy p pontba  valamilyen aton, es ott létezik egy
f(z)=1,(z)=> p, (z-p)" Taylor sor, akkor annak egyitthatéi nem fuggneklathilyen
n=0

aton jutottunk oda.

Példa nem folytathat6 sorra
F(z)=1+z+z? +z* +2° +..,,

F(z2 ):1+z2 +z* +2% +..=F(z2)-z,
F(z4 ):1+ z* +2% +..=F(z)-z- 2%,

'.[ehéuF(z)=z+F(z2 J=z+22 +F(2* )= z+ 22 +2* +F (2% )...
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Az=1@)Z=1(,0),Z=1(, 0, ,0),=1(e,e,s,e), sth. mind szingularis helyek, mert
ekkor a sorésszeg végtelen. Ezek a pontok mindygzégkoron fekszenek. Az egységkor ivének

barmilyen kis szakaszara esik szingularis pontrtezém tudunk kijutni az egységk@itbazon
kivili pontba.
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Integraltételek, sorfejtések és kapcsolatuk osszeflalasa

Cauchy integraltétele > > -> Alapintegral
f(2) holomorfG O T -n , akkor§ f (z)dz=0 §(z—a)mdz: 0.ha m#-1
’ G | 2-ar 27i ,ha m=-1
VA
Morera tétele
f(2) folytonosT- nes§ dz 0, mindenG O T gorbén~f(2) holomorf T —ben.
Hatvanysor > Y] > Y]
f(z)=Sc, (z-a)" Cauchy-féle integralformula: Kozépértéktétel:
27
7 f(a):i_ Mdz iJ'f a+ pe"
275 z—-a 2m
(k)
v v » ) =g f(z) 4,
k! 2ﬂe(z—a)k+1
Taylor-sor ©
= f* (a) ool 1 f(2) ‘
flz)= z-a) = dz|(z-a > N
@5 e =g L e (e
NReq f (z),a} =%i f (zdz Laurent-sor

((0)= Xe, (z-a)

Analitikus folytatads nem ismerjik az f(z) flggvénge ismerjuk egyw pont koriliC, konvergenciakdr belsejében a flggvény hatvanysakéor |étezhet
analitikus folytatas a konvergenciakoron tul.
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Konform leképezések

A holomorfw = f(z) komplex fliggvény szogtart@ @zonos & és aw sikon), ezt korabban lattuk.
igy az elemAA terilet es a képtartoman@A,, teruletének aranya megegyezik az oldalak

aranyainak négyzetével, azgz' (z)| > tel.

—~ APy AL

w=1(2) Wo
—_—

ul(x, X u
A folytonosan differencialhatd valos valtozés valtiggvenypar, VEX z;}egy( y] - (v]

transzformaciot valdsit meg. Ha minden targypontegy €s csak egy képpont tartozik, akkor ez

X u
egy-egyértelri transzformacio. Az( j es [ j egymas képei. A fenti transzformacio ag)
y v

d(u,v)

a(xy)’
~du .0v_Ou .0v_ .0u ov - .
=— + —+i—=-1—+—. Es igy a
oxX 0x gy oy ady oy

sik R tartoményat aziv) sikR’ tartoméanyara képezi le. Belathato, hogy(z)|” =

Valéban, mivelv=u+iv=f(z), igy f'(z)
derivalt négyzetének abszolut értéke
1£'(2)] =valosvalos képzeteképzetes— -~ o =

Az u=u(xy), v=V(xy) transzformacios flggvények Jacobi determinansa.
ou 0du

o(u.v) _|ox dy|_oudv_duov

J= = = .
d(x,y) [9v Ov| oaxay adyodx
ox oy
0 (u,v)

=

4 A H AAuv 2
Belattuk tehat, hogylim = A =t'(z)]" = Sy
Xy ~ xy s

Tehat f '(z) # 0 esetén egy-egyérteima leképezés, a leképezés szog és aranytarto.

N—

Riemann leképezési tétele (1851)
Létezik olyan holomorfw = f (z) fiiggvény, amelyik egy egyszeresen dsszefilgdartomantyt,
melynek hatéra& kdlcsondsen egyértelran az egysegkor belsejére képezi le. Beallithattizpz
agy, hogy tetsileges z, UR az origdba, tetsiteges zzOC az egységkor adottic pontjara
képzdjon le (Id. a kdvetkgzabrat).
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.Zo WO WC

Schwarz-Cristoffel transzforméacio

Feladat a fels félsik R tartomany) leképezése egy egyenes szakaszoklkalohdR' sokszdg
belsejére. AR’ sokszdg lehet zart vagy nyitott.

V><

X1 X2 X3 X4 Xs Xn-1

A leképed fliggvény derivaltja, illetve a leképefiiggvény alabbi alaka:

WAz, ) 7 e ) 7 Ltlemx, ) 7
L

w= AJ‘(z—xl )7t z-x, )t O.0z-x, )aT:'ldz+ B.

Harom csucspont tetdiegesen helyezhétel a valds tengelyen, de célskexz x, pontot aco-be

helyezni, mert igy a leképéfliggvény egyszébb alaku. Valéban, h#& = — akkor

Iy
c(;_wz (z-x, )=t 0.fz-x,, ) = EEX” ZJ S K(z-x,)-'0.0{z-x,,) - ‘0
z ‘oo

Példa
P ivt - iy 4
R R
?
Q' |=/2 @ S  u Q = X
-b b —P -1 1 T—

217 -



dw_ A(z+1)%‘l [ﬂz—l)%‘l = A[(z+1)(z—1)]_% = :

dz z? -1

=K [arcsinz+ B, ahoK =-iA.

_ dz _ dz
R e e

A két konstansK ésB értéke az abran jel6lt pontok megfeleltetés&bnnyen adodik:

wW=Fb+i0 - x=F1, azaz Kmrcsin(il)+B:K(J77—27j+B:$b,

innenkK :2—b és B=0, igy W:Z—barcsinz.
n n

A valos tengely €gy szakaszanalkgkéepezése tetditeges, paraméteresen megadott konturu
zart C gorbére.
[\VZ

A
E X C u

Legyen aC gorbe at paraméter (példaul polarszdg) segitségavelF(t), y = G(t) alakban adva,
ahol F és G folytonosan differencialhaté fiiggvény. Ekkor z= F (w)+iG(w) a w sik valés
tengelyét, C-t leképezi aC gorbére. Nyilvan, hiszen €-n w = u + iv = u és igy
z=F(u)+iG(u)=F(t)+iG(t) éppen & gorbe leirasa.

iy 4

Példa: a valbs tengely leképezése tedtages kontaru gorbére, az alsé félsik leképezése a
gorbe kulsejére:

Egy origd kozéppontu ellipszis paraméteres egyendetacost ; y =bsint; t [0,277].
igy a z=acosw+ibsinwfiiggvény aziv= elyettesitéssel leképezi a val@stengelyt az
ellipszisre. Valéban,z=x+iy =acosu +ibsinu éppen az ellipszis paraméteres egyenlete a

komplex sikon. A valds tengellyel parhuzamos, adtalhaladow=u-il[ Jgyenes képezasikon
egy az eredetinél kisebb tengelyviszonyu zart gdvbeél nagyobb av egyenes tavolsaga a valds
tengely6l, annal ,kerekebb” a képgorbe, fokozatosan korlegyrat.
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A z=2cost + isint ellipszis koré rajzolt koordinatahalo
€s aw=u-—i egyenes képe (piros vonal).

Tovabbipélda paraméteresen adott zart gorbe valés tengelyre leképezésére: Képezzik le az
alabbi nyujtott hipocikloist:
x(t)=(R-r)cost + Ar cos(ﬂtj; y(t)= (R—r)sint—/]rsin[ﬂtj, A<l ésRir =n.

r r

A r sugaru kor legordil R sugaru kor belsején teljes korulfordulast megtéve és augaru kor
bels (A < 1) pontja irja le a gorbét.

A leképed fluggvény inverze tehat leképezi a negativ képzeésdi félsikot a hipociklois
kiulsejére

z(w):(R—r)cosw+/1rcos(

Rr r W}{(R—r)sinw-ﬁrsin($wﬂ
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Komplex potenciélok

A kétdimenziés aramlasok modellezbletkomplex valtozos flggvényekkel, ha az &ramlas
stacionarius, forras- és 6érvénymentes.

ov \/
Az drvénymentesseotv = a—y - 3 ~ =0. Ekkor létezik egyP(x,y) sebességpotencial, hogy
X y
9
v
v=| " |=gradd = ox , azaa, :a—dj;v :a—q),
Vy 0_@ ox 7 dy
oy
mert val6ban rotv :i o2 —i(a—@j =0
ox\ dy ) ody\ ox
. v, 0V, .
A forrasmentességlivv = 3 + 3 =0. Ekkor létezik egyP(x,y) aramfliggvény, hogy
X y
oy oy
VX = — , VvV = —_— ,
ay 7 ox
mert valdban divv :i or +i(—a—l‘yj =0
ox\ oay oy\ ox
Szamitsuk ki divv =div grad® -t! i(a—(‘bj+i o2 =A@ =0, tehat & harmonikus
ox\ ox ) oy\ dy
flggvény, azaz egy holomorf komplex figgvényneklaél valos része.
Szamitsuk ki rotv -t! rotv :i[—a—wj—i v =-AY¥ =0, tehat ¥ is harmonikus
0x 0x ay\ oy

flggvény, azaz egy holomorf komplex fliggvényneklgél képzetes része.
Legyen w=@+i¥ = f (z)=f (x+iy) a holomorf fiiggvény. Differencialjuk ezt a fiiggyén

L df 9@ ¥ 0@ 0¥ oW 0@
+i =—ti—=—-i

dz ox ox idy oy o9y oy
Mindket alak szerint kapjuk, hogy =v, -iv , azaz
df
aw = @ +i ¥ holomorf figgvényw' = - derivaltjanak
z

valds része a sebességvektodnyl komponense,
képzetes része a sebességvekimainyl komponensének (-1)-szerese, tehat

df
w' = ™ =V, akonjugélt sebesség
z

Ebbsl az is kovetkezik, hogiy| :‘w'i z )‘ =|w'(z)|.
A torlépontokbanv| =0, azazlw'(z)| =0, tehaw'(z)=0.
A ¢ (x,y)=allandévonalak &ramvonalak,

A @(x,y)= &llandévonalak ekvipotencialos vonalak,

és ezek kolcsonosen mikrgesek egymasra és goérbevonall ortogonalis koaedendszert
alkotnak.
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Aramlasok linearitasa, komplex potencialok szuperpricioja

Mivel mind a divergencia, mind a rotacié linearipecacié, igy két forrds és drvénymentes
sebességtér (vagy elektromositér) 6sszege is forras és 6rvénymentes. A holorkonfiplex
potencialok szintén 6sszeadhatdak.

Legismertebb aramlastani példak egy parhuzamosasikas, forras, nyélvagy dipolus valamint
orvény. Utdbbiak legyenek az origéba helyezve.

Ezek komplex potencialjat, annak valds és képzaéte=et, valamint konjugalt sebességét az alabbi
tablazatban foglaljuk 6ssze

Tipus Komplex |Konjugdlt | Potencialfiiggvény | Aramfiiggvény
potencial |sebesség
Parhuzamos Ve ? [z |ve V (xcosg + ysing) |V (ycosp - xsing)
aramlas
Forras-nyelé
y gm Z i gm 0, g¢
2n 27m 2n _ 2n
ahol z= pe'
Dipdlus (azonos % v VX -y
intenzitasu, végtelen 2 L2 2 2
. . z |Z| |z|
Ig_ozell forras és nyeb)
Orveny L[[”nz i —L¢’ me
27 27 2n 2n
ahol z= pe"

Dipolus, 6rvény és parhuzamos aramlas szuperpozigd

Helyezzink el & komplex szamsik origojaba egy=1 esség dipdlust és egy = 1 ebsséd
orvényt és szuperponaljuk ezekr® & 1 sebességp = 0 sz6¢ parhuzamos aramlast. Az esed

komplex potenciéuv=l+|—lnz+z. A konjugalt sebesség?:d—\’v:_—1+|—+1:vx —iv,.
2 2n dz 22 2m
2 _y2
Innen kovetkezik, hogy vV, = y + Y +1,
(x2 +y? )2 27T(X2 +y? )
—2Xy X
Vy = 2 2 2 )
(X2 +y2) 277(x +y )
- Iny x*+y?
A fenti tablazat szerint az érameggvé‘M(X.Y): LA d ty
X2 +y? 27T
Hatarozzuk meg az aramfuggvény értekét az origoulkoegységkoron, ahol tehat
-sin
X=Ccosp; y=sing. QU(cos¢,sin¢)= 1¢+Inzﬁ+sin¢=—sin¢+0+sin¢:o, azaz az
n

egysegkor aramvonal, rajta az aramfuggvény allandé.

Hatarozzuk meg a sebességet az egységkoron!
f02 4 2 . _ .
sin“ ¢ —cos” ¢ sing 1= cos2¢ +S|n¢ 1
(cosz¢+sin2¢)2 2n(cosz¢+sin2¢) 1 21

X ’
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—-sin2¢ cosp _—sin2¢ cosp

(cosz¢+sin2¢) 27T(COS @ +sin? ¢) 1 2
A torlopontokban a sebesség mindkét komponenses:zér= 0 ésvy = 0. A masodik feltétel
szerint

_ —2singcosp cosp
1 27n

Vy:

,azazsing :_—1, tehat ¢ =arcsir(—ij.
4n 4
¢, =—456° ;¢9, =184,56".

Teljesul-e ekkor, hogyy is zérus?
sin
v, :—(0052 ¢ —sin? ¢)+ 5 ? 1= —(1—sin2 ¢ —sin? ¢)+
T

2 _ 1 =0 valéban.

(4m)® 4m2m

+1=

sin sin
? 1= 2sin? ¢ -1+ 9
27T 27T

A torlépontok az egységkoron I&v
g (456 mnso ) — g-ioorsser - oo 0,079587)+ isin(— 0.079587) = 0.99683- 0.0795 , illetve

g ils0+as6 ymnao ) _ g 12116 _ 003 99118)+ isin(3.22118) = ~0.99683- 0.0795
komplex szamok.

-y Inyx?+y?
+

A QU(x,y): +y=all. aramvonalon az &ramfliggvény teljes derivaltja
X? +y? 21
zérus, azaz
d(ﬂ—a—wdx+a—wdy—
0x oy
_ 2 2
yex X dx+ 1 +y?)eyay -y +1|dy=0,
(x2 +y2)2 (x2 +y2)2n (x2 +y2)2 (x2 +y2)277

igy megszerkeszthétz aramvonalak éridje iranyaba mutato iranyméz

Hasznos sorfejtések

cotz= —+222
=) —(nn)
L o
cothz==+2z

z ;Zz +(n77)2

A masodik sorfejtést tovabb alakitjuk:

cothz=1+22i—%2=1+i( - jl i :i -

z mz? —(inm)® z W\E\z-inm z+inm) z =z e z=inm’

1A . - - 7T -
Ezt a sort két lepésben tovabb transzformaljukcothrz = E —— = 2 .
e TZ—INTT =5, Z—10N

! [+

: ekkorﬂcoth]{(zO -z')=Y S, > 1

z
legyenz=
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Végilt-vel osztva

T T = 1
— coth— -7")= —
g t(ZO 7) nZ;,c,zo—(z’ﬂtn)

Aramlastani példa

Ez az eredmény igen hasznos, mert l&hetteszi, hogy egy egyenletesztasu végtelen sok
azonos intenzitasu szingularitasbdl (forrasbol vagyenytdl) allo sor konjugalt sebességterének
eredjét meghatarozzuk. Mint lattuk, az origbba helyezzingularitas konjugalt sebességea

pontban , ahol S = Q forras ésS = iI" 6rvény esetén. Ha a szingularitast’apontba

Zy

helyezzik, akkor a konjugalt sebesszég(sil). Ha nem egy, hanem veégtelen sok, egymas
mz, -z

felett (y irdnyban) it osztaskozzel elhelyezett szingularitds sebességuddtjat akarjuk

kiszamitani, akkor ezek szuperpozicidjat kell megtweni:

©

_ S S « 1 Sm_ .7 S m
- ==y S (- 2) =2 coth (2, -2
v(z:) nzz_mZﬂ(z0 -[z'+itn]) 2m &z, -[2'+itn] 27t o (20 -2') 2t O (20 -2')

A coslz és sinlz fliggvények 2. oldal 5. és 6. sordbandlé&épletei alapjan hanyadosuk valGs és
képzetes része is kbnnyen kiszamithato.

Ha a szingularitAsok nem a képzetes tengely ir&aryamnnakt osztassal eltolt helyzetben
elhelyezve, hanem a valds tengellyel parhuzamaadar a cotangens-fliggvény adja a végtelen
sor dsszegeét.

Hétani alkalmazas
A 2 dimenziés Hvezetés differenciadlegyenlete izotrop anyag esdtdn Kornyey Tamas:
Hoatvitel, 11-2-(2) képlet, Fourier differencidlegylet)q = — Agradrl .
Ennek komplex alakjg=-A1 6—T+ia—T =q, *iq,.
ox oy

Ha egy egyszeresen dsszeffiggart C gorbével hatarolt tartomanyban nincsenéitotrasok,
akkor
0°T 9°T

+
x> ay?
fuggveny, itt felhasznaltuk ackiezetés fenti differenciadlegyenletét. Lattuk, hoggy holomorf
komplex valtozés flggvény valés (és képzetes) réskharmonikus fluggvény:
f(z)=w(x,y)+i®(x,y). A valés és a képzetes résg(xy), illetve @d(xy) a hfluxus
vonalakat, illetve az izotermakat adjak meg,amdmnayia peremfeltételeket is kielégitik.

divg=-Adivgradl =-A4T = —/1( J =0, azaz a bmérséklet eloszlas harmonikus

Tekintstik példaként az alabbi abran lathatbiranyban végtelerx iranybana szélességféltestet,
melynek hatarolo oldalain szakaszonként allandisteddomérseklet uralkodik.
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/ w=sin(rz/a)

A A%

-1

A feladat megoldast nezsikon, hanem annak célsizdéeképzetiv komplex szamsikjan keressuk!
Az abran fel van tlntetve egy ilyen célszer a geometriat Iényegesen egyézéb — leképed
flggvény.

a2 T=0 g2 T

Kézikonyvek (pl. Bronstein idézett zsebkdnyve) @ap

T T
sin(Ej:sin(ﬂjcos}{—yjﬂcos(ﬂjsinh( y] lgyaz=F—+i0 pontok képe:
a a a a a 2

W=U+iv = sin[i%jcosh(o) +i cos(igjsinh(o) =+1+i0, amint ez az abra jobboldali képén

QJ

latszik.
Mint lattuk, a lbmérséklet eloszlast egy harmonikus figgvény, aggzhelomorf fliggvény valds
vagy képzetes része irja le.
Definidljuk aw komplex szamsikon at (w) = Aln(w+1)+ Bln(w-1)+iC holomorf fiiggvényt,
amelyberA, B, C valds konstansok.
Az f (W) = In(w) logaritmus fliggvéeny exponencialis alakjehn(w) = In(,oe‘a )= Inp+i@, itt
© a komplex szamot az origbval dsszékéfyenes szoge. Ha a logaritmus flggvény argumentum
valtozik, akkor a széget definialé egyenes is matloslyilvan  Im{in(wz1)}=0, ,.
Kdvetkezik tehat, hogy

@(u+iv)=Im{Adn(w+1)+BOn(w-1)+iC}= A@, +BO, +C,
ami egy harmonikus fiiggvény. Ennek a fuggvéenynekeddl elégitenie a peremfeltételeket a
leképzett komplex sikon (Id. a jobboldali abrét).

A w sik valés tengelyén= 0.
Hau>1, akkor®, = 0, =0, azaz@(u>1,0)= AD+BD+C = 2T, tehaC = ZT.
Ha 1 >u > -1, akkor® = 0; O, = z, azaz ®(1>u>-1,0)= AD+BOr+2T =0,

tehatB = —E.
n
2T T
Hau<-1, akko®;=@,=z  azaz®(u<-1,0)= Allr=—-0r+ 2T =T, tehatA = —
n
Behelyettesitve ezeket az értékeket kapjuksikon a ﬁmerseklet eloszlast.
@ (u+iv) —IO —2—T@ +2T —Iarctar[ v j Z—Tarctar[ij +2T.
n T T u+l Vg u-1

Utolsé lepéskeént ezt az eloszlast vissza kell afansialni a z komplex sikra, ahol a vizsgalt fdites

., . . . , . ( Tx n ,
homérséklet eloszlasat keressuk. Mint lattuk, u = sm(—jcos?{—yj és
a

a
v:cos(ﬂjsinh(ﬂj.
a a
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igy a Fsmérséklet eloszlaszkomplex szamsikon:

o [T R) | | {E)el

T(x,y)=—Tarcta -~ [arcta +2T.
Vid Vid
sin(mjcosk{wj+l sin( ]cosk{ ]
a a a

A fluxus vonalak a¥ (X, y) =2lln[(u +1)% +v? ] IIn[(u -1)% +v ] fliggvény szintvonalai,
n

7l
ahol, mint korabbamu = sin( ﬂxjcosr{ Ty j és v=co ﬂjsmh( J
a a a

Szabalyozastechnikai alkalmazasok

Jeloljuk a kimed jellemzt v-vel és a beménjellemzt u-val. Ezeket egy-edrendi k6zonséges
lineéris differencialegyenlet kapcsolja 6ssze. éd t-vel jeldljuk, az id szerinti differencialast,
integralast a szokasos modon.

A szabalyoz6 differencialegyenlete

AV +A v 4 LAV +HAV A V=B, judt+ B,u+B,u'+B,u"+...
Keressik a megoldast =u,e'“ bememjel eseténv=v,e'(“*) =y e?e'® alakban. Itt a

kimersjel féazisszége a beméjelhez képest ¢. Helyettesitsik be ezeket a fenti
differencialegyenletbe.

vye'’ (An (iw)" +A, (i)™ +..+A, (iw) +Aiwt+ A, )ei“‘ =
=u, (B_1 (iw)™ +B, +B,iw+B, (iw)? +...)e“‘I :

Egyszetisitve e -vel és a kimetjel amplitidojanake'? -szeresét a beménel amplitadéjaval
osztva

= =F(iw),
A, (iw)"+A (iw)"™ +..+A, (iw) +Ajiw+ A,

voe’ v B, (iw)™" +B, +B,iw+B, (iw)? +...
u

Itt bevezettik afrekvenciafiggvényt, amit F(iw)-val jel6l a szakirodalom, ez egy komplex
flggvény. A frekvenciafiggvény reciproka @(iw) karakterisztikus fuggvény. A 2. oldal aljan
lattuk, hogy a reciprokképzés az egységkorre valérziot, majd a valds tengelyre valo tikrozést
jelenti.

Szabdlyoz6 tipusa Differencialegyenlet P(iw) karakterisztikus fliggveény
Aranyos A,v=u Ao

Elsérendi keésleltetés | A v'+ A,v=u A w+ A,

Méasodrend AV"+ ANV +AV=U -A,w* +ATw+ A,

késleltetés

Harmadrend AV"+ AV +HAV HAVEU | —iAL W - AW HIA W A,
késleltetés

Negyedrend AV AV + A, —iAw° - A,w? +iIA w+ A,
keésleltetég ANV ANV + AV = U
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Aranyos és integralo ANV +AV=B J'udt+ B,u iA e+ A,
elssrendi 3
késleltetéssel B, +B., (iw)
Differenciélo el$- AVv'+A,v=B,u’ A a+ A,
rendi késleltetéssel B o

1

Meromorf figgveny definicidja
Az f (2 fluggvény a z[OD tartomanyonmeromorf, ha D-ben holomorf egyes elkllonitett
polusoktdl eltekintve.

Rouché tétele

Legyen a7 (2) fliggvény a Zart, iranyito goérbe belsejében meromorf é€ gorbénf (z)#0. A

w =f (2) fUggvény a sik ilyen tipus(C gorbéjét av sik zartG gorbéjére képezi le. HazgpontC

gorbén koruljar, akkor ennek képeGagorbét jarja végig. Mivef (z2) —nek aC gorbén nincs
zérushelye, igy a G gdrbe nem halad at a w sildjaig Jeldljunk ki aC gorbén egyz, pontot,
ennek képe & gorbewy pontja, melynek polarszoge, mas néven argumentyn&iindulva zy-

bol és oda visszatérve a képpont is visszateba, ekdzben argumentuma megvaltodikre.

TOomor jeloléssel az argumentum megvaltozada:arg f (z)= @, -@,, ami nyilvanvaléan2 n

o Acagf(z)
egészszamu tbbbszorose, azazz— egesz szam.
n
.. o . A argf (z) .
Ezen jelolésekkel bizonyithat®ouché tétele mely szerlntz— =Z - P, aholZ jeldli az
n

f(2) fuggvény C-be e$ zérushelyeinekP jeldli az f(z) fliggvény C-be e$ podlusainak szamat
figyelembe véve ezek multiplicitasét is.

N

N

A fenti abran egy negyedreiikésleltetés szabalyozd(iw) frekvenciafiiggvénye lathato, az
korfrekvencia az (1,0) pontban zérus, mireértéke eléri azo = 5 értéket, a gbrbe gyakorlatilag
bejut az origéba. A differencialegyenlet egyiittiaaé értéke ebben a példaban=2,A; = 3, A,
=4,AL=2,A0=1.
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Zsukovszkij szarnymetszet d@allitasa

Mint lattuk, egy a valds tengellyel parhuzamdsebességaramlasba helyezett origé kozépponta
R sugaru korhenger koéruli aramlas komplex poteraidia a henger kordr cirkulacié ébred,

5 :
w=V (R— + zj +|2£|n Z. A kialakuld aramkép sebességkonjugaltja
z T
2
v=MWoy[1-R | L
dz 7?2 27z

Célunk, hogy ne csak kérhenger, hanem aerodinas#é@inymetszet kontlrd hengerek (szarnyak)
korili sebességteret is meghatarozhassunk. Ehhgxeflealalni a R sugaru kort szarnymetszetre
leképed komplex fuggvenyt.

2
Ac¢= z+a— flggvény szingularis pontjai azok a pontok, ahéliggvény nem differencialhato.
z

d 2
—Czl—a—. A z=%+a® pontokban a differencidlhanyados 0. Ezek a leké&pdaitikus

dz z?
pontjai, melyekben, mint a 12. oldalon lattuk, aala determinans 0. Ezeken kivil a leképezés
egy-egyértelm.

2
Mire képezi le a¢= 2+2 flggvény aza sugaru, origd koézéppontu kort? A kor egyenlete
2

2
= a(e“” +e™ ): 2acosp+i0=¢E+in, tehat a kor leképzettie a

z=ae"’, igy ¢c=ae" + a
ae
valds tengelynek a aXx < 2a szakasza.

N /

z 4

/
4

N *—>
k -2a 2a

Mozditsuk el a kor kdzéppontjat a pozitiv képzeteagely menténY-nal Ggy, hogy a —
megnovekedett sugarl — kor tovabbra is atmenjeal@s wengely +a pontjain. Ekkor aR > a
sugaru kor képe egy korivdarab, mely most is atnagggik & = £2a pontjain.

z ¢

Y o
-a\ a -2a -\2?

Kovetked lepésben mozditsuk el a kort a negativ valds tgngeentén X-szel agy, hogy
belsejében tartalmazzaza= -a pontot és menjen atza= a ponton. Ekkor & = -a pont nem lesz
kritikus pontja a leképezésnek, ott a Jacobi datéins nem lesz 0, igy a leképezés pontban
konformis marad, azaz ivelt gorbét kapunk, mely sgynmetrikus profil orr része. A kdr= a

<—>|
Py
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pontja tovabbra is kritikus, ott a leképezés elfgjunint az alabbig sikbeli profil » jeli pontja
mutatja.

Végul a kérhenger felfel¥-nal és balrX-szel torté egyideji elmozditdsaval ivelt aerodinamikai
profilt kapunk.

z 4
, R _ ’ ] R? ir
Lattuk, hogy egy henger korkoruli aramkép parhuza@@mlasban ar=V| —+z +2—In z
z T

komplex potencidllal irhat6 le. A kor R sugaréat im&tgrozza a megvaldsitandd sebességprofil. Az
ivelt Zsukovszki profil esetében példaul az abepjgin nyilvanvalo, hogyR? = (a+ X )2 +Y? a
koérhenger sugaranak négyzete/Z Airkulaciot akkorara kell valasztani, hogy a kiégriépont
éppen az = a + i0 pontba keriiljsn. A komplex potenciélasikon w(¢)=w(z(¢)) és igy a

_ _dw_dw dz dw_ 1 1

konjugalt sebessé vV =—=—[H+T—=—0 =v,6 O , ahol
o J “Tdc dz de dz f'(2) "t 1(2)
2 2

f ’(z)=i(z+a—j =1—a—, azaz
dz z 72

=Y 2
v, =lv| R L2
22 277'2 ZZ_aZ

Ezeket a sebességeket kel@ont{ leképzettjehez hozzérendelni.

Stabilitasvizsgalat

A numerikus sémak stabilitas vizsgalatanak egyikdszérét a magyar szarmazasu Neumann

Janos dolgozta ki, ezt mutatjuk be.
oC 0C _ a°C
A —+tu—=a
ot ox ox 2

numerikus kozelitése az alabbi differenciaegyenlet.

parabolikus masodrefidparcialis differencidlegyenlet egy lehetséges
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C™ -Cf Cl-Cly Ciy —2C" +CJ
+Uu =a
VAl 24x Ax?

. A tbmorebb jelolés érdekében szorozzuk

L ko £ . " At 74| SN
Veégig az egyenletet azdkpéssel és vezessuk beoFU—; ﬁ:a—z jeloléseket. Ekkor az

AX Ax
imeénti egyenlet alakja:
n+1 n U n n f— n n n
cm -G +E(Ci+l -ClL )_IB(Ciﬂ —2C" +C] )
Jelblje a differenciaegyenlet pontos megolde@ﬁt az egyenlet hibas, kdzélimegoldasat pedig
C". A hiba tehate” =C —=C,". InnenC" =C," +&". irjuk ezt vissza az egyenletbe és legyen
egyebre f = 0, azaz a diffazio nélklli egyenletet tekintsik:
CM™ -CM+e™ —g’ +%(C_3£1 -Cn +e&h, —&l, ):O. Mivel C" pontos megoldasa az
egyenletnek, igy az dsszes felllhtzassal jeldletpdgittesen éppen kiesik, és az marad, hogy
g : L
gt —¢g’ +E(£in+l -&y ):O, tehat a hiba ugyanazt az egyenletet elégiti kit m keresett
pontos numerikus megoldas. A hibaegyenlet renda#é@sekapjuk, hogy
gt =gl _g(girll —& )zg‘gin—l +ef _g‘ginﬂ'
2 2 2

Jeldlje azn-edik idslépésben a megoldas egyes racspontokban |étréjdibhl alloé vektorts”, a
hibaegyenlet egyiitthat6ibl felépitett matrixotigedl Az (j idslépésbelie™* hibavektor ekkor

U o o 0 U U
0 OO0 0 O O]en
g™ 1=|00/2 1 -g/2 OO0 &" |, azaz témérens"™'=A¢". A kezdeti feltételekti
0 00O 0o O O]ey
U o o 0 U U

kiindulva az el§ idslépés utan mér hiba terheli a megoldadt: A méasodik 1épés utan a hiba
&=A-¢', a harmadik 1épés utan = A-A&® = A% Az n+1-edik 1épésben tehat™ = A"¢". Ahhoz,
hogy a hiba ne djon hatartalanul, szikséges, hogyfamatrix n-edik hatvanyanak norméja (ami

az abszolut értek megfetge matrixok esetében) korlatos Ieg)/FAP <K.

Felteheb, hogy a hibavektor, mint a hely fliggvénye Fouserba fejthet. Ehhez az kell, hogy a
hely periodikus fliggvénye legyen. A megoldasDa x< L tartomanyban keressiik. Mivel a
peremfeltételek nem feltétlentl periodikus nggwe’inyazazC(O)#C(L), igy a 0sx<L

tartomanyt tukrozni kell az origéra, hogy biztogaeriodikus fliggvényt kapjunk. AL<x<L
tartomanyon a legnagyobb hullamhosszu periodikggvény hullamhossza éppénax = 2L. A
legkisebb, még a numerikus sémaban abrazolhatarhutlullamhossza pedighin = 24x. Az L
csbhosszaiN részre osztjuk, egy rész hosska= L/N. Az ezeknek a hullamoknak megféldd =
27/2. hullamszamok:

k . =

min

2

N

:ﬁ; kmax :_:_:—:N_:ND}(min'
L 20x Ax L/N L

N
—

Az n-edik idslépésben a hiba, mint a hely periodikus fliggvéromdex alakban Fourier sorral az
alabbi modon irhato fel — az imaginarius egységy —1:

N N
e"(x )= Y Ere™x =gn (itx)= > Epel™ ™

v=-—N v=—N
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Latszik, hogy av-edik hullam hullamszamig = v-z/L, igy a fenti képletbeli kitedben szerepl k,
Ax =vrlL-(LIN) =v-z/IN = @, ar sz6gv/IN-ed része. Ezt visszairva a fenti képletbe

N N
e"(x; )= Y Erel® ™ = S Enelt®
v=-N v=-N
irjuk ezt az Osszefiiggést a megfélehdexekkel vissza a hibaegyenletbe. Miutan véges
0sszegekil van sz, elegeridazok egyetlen tagjat leirni, mert az ugyanugyeter hely és il
fuggvényében, mint a teljes hiba. Ha ezek utarnalexet el is hagyjuk, kapjuk, hogy

Enrlgii® ZEEnej(i—l)w +Engi® _EEnej(iﬂ)w —Erei® Ee—jcp +1_£ej¢> _
2 2 2 2

Egyszetisithetiink az exponencialis fluggvénnyel és végigoszE" —nel, akkor megkapjuk a
komplex e6sitési viszonyt:

jel £ n+l
= E :Ee‘i‘z7 +1_£ej¢’ :1+£(e—i¢’ —eli® )
E" 2 2 2
A komplex szamok exponencialis alakja atirhato otmigmetrikus

formabae!® =cos® + jsin®;e !'? =cos® - jsin®, ezekkel a zarojeles kifejezésjsind,
végll G =1- josin® . Ennek a komplex szamnak az abszolut értéke @ éml@ képzetes részek
négyzetosszegenek negyzetgyoke:

|G|=\/(12+stin2¢)21. (10)
Ezzel belattuk, hogy a diffazié nélkili, tisztanrkektiv transzportegyenletre felirt FTCS séma
feltétel nélkdl instabilis.
cm-c’ cn-Cc’

Az upwind séma fent Ileirt T +u 7 2 =0 egyenlete atalakitas utan
X

cMt = (l—U)Cin +0C",. A hibaegyenlet amplitidojara vonatkoz6 megteleégyenlet
E™ =(1-0)E" +0E"e” 1%, igy a komplex éisités
G=(1-0)+ce 1® =1-o+0cos® - josin® .

InneriG|2 = (1—J+acos¢)2 +(asin<1>)2. Mivel G egy a komplex sikon felirt &-k6zéppontu

o sugaru kor, igy akkor lesz abszolat értéke egynél kisebb, ha ez a kor azéghys belsejében
fekszik, ennek pedig < 1 a feltétele. Ez a Courant-Friedrichs-Lewy é&qaiim, ¢ neve pedig
Courant-szam.

Hasonlé modon, de az eddigieknél Iényegesen ttdnaiAssal adodik a konvekciés-diffuzids

2
egyenletre felirt FTCS séma stabilitasanak felkétgl< % és% <2, amib®l végll:

2
At <min Z—G;AX )
u’ 2a
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